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基于模态坐标变换梁分布动载荷识别技术

姜 鑫 张 方 姜金辉

(南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室 南京 210016)

摘 要:针对工程结构中的Bernoulli-Euler梁结构,基于模态坐标变换理论,将待识别的分布动载荷利用固有振型函数在模态

空间内进行分解,建立分布动载荷的各阶时间函数系数与各阶模态激励的线性关系。频域内,根据模态理论由梁上测点响应

利用Tikhonov正则化方法识别出梁的各阶模态坐标响应(正则化参数由L曲线法确定),从而识别出各阶模态激励,得到分

布动载荷的各阶时间函数系数,还原Bernoulli-Euler梁结构上承受的分布动载荷。本文动载荷识别理论适用于不同的分布动

载荷类型,通过计算机仿真,验证了该方法的通用性和较高的识别精度。仿真过程中加入随机噪声,识别结果证明了该方法

具有良好的抗噪能力,有效提高了载荷识别的信噪比。
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Abstract:Basedonthemodelcoordinatetransformationtheory,thedistributedloadtobeidentifiedonBernoulli-Euler
beamstructureinengineeringstructurescanbedecompositedinmodelspacewithnaturalmodesofvibrationtoestablish
thelinerrelationshipbetweeneachordertimefunctioncoefficientofthedistributedloadandeachordermodalexcitation.
Infrequencydomain,basedonthemodaltheoryeachordermodalcoordinateresponseofthebeamcanbeidentifiedfrom
theresponsedateofthemeasuringpointsonthebeamwiththeTikhonovregularizationmethod(regularizationparame-
tersaredeterminedbytheL-curvemethod).Theneachordermodalexcitationandtimefunctioncoefficientofthedis-
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theoryproposedinthepaperisapplicabletoalltypesofloads.Thecomputationsimulationsshowthetheuniversalityof
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presentedisnotsensitivetothemeasured-date-noise,exhibitingwellsignal-to-noiseinloadidentificantion.
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1 引 言

工程结构中很多梁结构可简化为Bernoulli-Euler梁

结构进行处理。如何准确地识别作用在梁结构上的分布

动载荷一直以来是一个技术难点,在实际工程中占有重要

的地位。
近年来,国内外学者对点载荷、移动载荷识别技术的

研究逐渐成熟,但对于结构上连续分布的动载荷识别技

术[1-4]尚处于基础研究阶段。张方和徐梅[5]等人针对旋转

梁结构,引入二维正交多项式理论,以正交多项式序列作

为基函数拟合分布动载荷,利用时域下的连续梁载荷识别

理论去识别未知力。该方法在足够多的响应点信息前提

下,具有较高的识别精度,且简单有效,适合工程应用。秦

远田[6]根据张量积二维小波理论,利用Daubechies小波的

正交性,建立了基于梁结构动力学方程和有限元方程的一

维分布动载荷的识别方法:二维小波-伽辽金法。该方法
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将时域中复杂的卷积关系变成小波域中简单方程组的求

解,能有效识别一维结构上的分布动载荷且计算效率较

高。姜金辉和张方[7]等人基于传统的分布动载荷时域识

别理论,提出了一种基于固有振型的复杂结构分布动载荷

时域识别技术,该方法对复杂结构分布动载荷识别可以避

开模型坐标映射,仿真表明该方法切实可行。目前一维系

统上的分布动载荷识别技术以及分布动载荷位置识别技

术已经日趋成熟[8-9]。
分布动载荷识别技术研究具有重要的理论意义和应

用前景,它属于动载荷识别技术中较难的一项课题,它的

难点在于识别的对象为无限维的动载荷,同时动载荷作用

的动力学系统也是无限维系统,利用有限的响应信息量反

演无限维的动载荷具有较大的挑战性。
本文针对Bernoulli-Euler梁结构上的一维分布确定

性动载荷,利用固有振型函数在模态空间内进行分解,根
据模态理论在频域内利用Tikhonov正则化方法[10-11]识别

分布动载荷,该方法可以避免频响函数矩阵求逆时病态问

题,矩阵的运算次数较少同时能有效抑制信号噪声[12],得
到的识别结果比较满意。

2 Bernoulli-Euler梁的结构动力学方程

等截面均质Bernoulli-Euler梁横向振动动力学方程:

ρA
∂2u
∂t2 +EI∂

4u
∂x4 =f(x,t) (1)

式中:ρ为梁的质量密度,A 为梁的横截面积,E 为材料弹

性模量,I为截面惯性矩,f(x,t)为梁时域下所受分布力,

u为梁横向变形。
对于长为l的Bernoulli-Euler梁,根据模态理论,将

梁振动位移响应的物理坐标转换为模态坐标,最后得到梁

上任意位置x 处的位移响应为:

u(x,t)=∑
¥

i=1
φi(x)∫

t

0
hi(t-τ)fi(τ)dτ (2)

式中:fi(t)=∫
l

0
f(x,t)φi(x)dx 为时域模态力;φi(x)

为梁固有振型函数;hi(t)为单位脉冲响应函数。

3 基于模态坐标变换的Bernoulli-Euler梁分布

确定性动载荷识别理论

3.1 模态坐标响应识别

根据模态理论有:

u(x,t)=∑
n

i=1
φi(x)qi(t) (3)

记 u(t) = (u1(t),u2(t),…,um(t))T,q(t) =
(q1(t),q2(t),…,qn(t))T

Φ=
φ1(x1)…
︙

φ1(xm)…

é

ë

ê
ê
ê

φn(x1)
︙

φn(xm)

ù

û

ú
ú
ú

则式(3)简记为:

u(t)= Φq(t) (4)
式中:m 为梁上所取测点数,n为模态截断数,um(t)表示

梁上位置xm 处位移时域响应,qn(t)为梁n 阶模态坐标

时域响应,Φ为梁固有振型矩阵。
对式(4)两边作傅氏变换,得频域下方程:

U(ω)= ΦQ(ω) (5)
不采用正则化方法直接求最小二乘广义逆有:

Q(ω)= ΦTΦ[ ] -1ΦTU(ω)= Φ+U(ω) (6)

Tikhonov正则化解:

Q(ω)= (Φ*Φ+αI)-1Φ*U(ω) (7)
式中:“T”表示矩阵转置,“+”表示广义逆,“*”表示求伴

随矩阵,“-1”表示求逆,I表示单位阵,α≥0表示正则化

参数,由L-曲线准则确定。
根据式(6)或(7)由梁上测点位移响应数据可识别出

频域模态坐标位移响应Q(ω)。

3.2 模态激励识别

频域下有:

F(ω)=B(ω)Q(ω) (8)
式中:

B(ω)=
B1(ω)

  ⋱
   Bn(ω)

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
Bi(ω)=miω2

i 1-
ω
ωi

æ
è
ç

ö
ø
÷

2

+é
ë
êê

2jζi
ω
ωi

æ
è
ç

ö
ø
÷

ù
û
úú

F(ω)= (F1(ω),F2(ω),…,Fn(ω))T ,Fn(ω)为频

域n阶模态力。
根据式(8)由识别出的模态坐标位移响应Q(ω)可识

别出频域下模态激励F(ω),并对F(ω)作傅氏逆变换可得

时域下模态激励f(t)= (f1(t),f2(t),…,fn(t))T 。

3.3 物理分布动载荷识别

根据模态理论分布动载荷利用固有振型函数在模态

空间分解(n为模态截断数):

f(x,t)=∑
n

i=1
φi(x)ai(t) (9)

根据固有振型正交性取:φi(x)= ρA
mi

φi(x)

则时域模态激励:

fi(t)=∫
l

0
f(x,t)φi(x)dx =

∑
n

j=1∫
l

0
φj(x)aj(t)φi(x)dx = miai(t) (10)

由公式(10)根据识别出的时域模态激励可识别出分

布动载荷f(x,t)的时间函数系数:

ai(t)=
fi(t)

mi

(11)

从而可识别出f(x,t):

f(x,t)=∑
n

i=1

ρA
mi

φi(x)·
fi(t)

mi

=
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∑
n

i=1

ρA
mi

φi(x)fi(t) (12)

4 仿真算例

如图1所示,受分布动载荷的等截面均质Bernoulli-
Euler梁模型,梁两端简支,梁的长度为l,矩形横截面长为

a,宽为b,材料密度为ρ,弹性模量为E,受垂直于x 轴方

向的分布力f(x,t)作用,根据第3章推导的理论,将计算

得到的位移响应值作为已知量,反向识别出加载的分布载

荷的幅值和相位信息,从而验证上节所介绍理论的正

确性。

图1 Bernoulli-Euler梁模型

系统参数设定:l=1m,a=b=0.02m,ρ=7600kg/m3,

E=2.1×1011pa,各阶模态阻尼比ξ=0.01,简谐分布力频率

ω0=60Hz,测量点数m=10,模态截断数n=10。
加载在梁上的简谐分布力幅值f(x)=10·sin(3x),

真实分布力幅值和识别的分布力幅值对比(无噪声无正则

化),响应测量点加入5%的随机噪声识别的正则化解,响
应测量点加入10%的随机噪声识别的正则化解分别如

图2、图3、图4所示,相应的识别最大误差和识别平均误

差如表1所示。

图2 真实分布力和识别分布力对比

(无噪声无正则化)

表1 识别误差表

工况
识别最大

误差/%

平均识别

误差/%
无噪声干扰 3.72 1.06
5%噪声干扰(无正则化) 5.11 1.54
5%噪声干扰(正则化解) 3.83 1.28
10%噪声干扰(无正则化) 6.25 2.67
10%噪声干扰(正则化解) 3.98 1.96

图3 真实分布力和识别分布力对比图

(响应有5%噪声正则化解)

图4 真实分布力和识别分布力对比图

(响应有10%噪声正则化解)

从表1可以看出当无噪声干扰时,识别结果会有一定

的误差,误差主要来源于响应点数据信息的局限性、模态

截断、系统模态参数识别误差、分布动载荷分解的级数等,
这是无法避免的,只能采取一定的措施减少误差,如所取

响应点足够多,取足够阶模态等;当响应有噪声干扰时不

采用正则化方法直接求广义逆分布动载荷识别结果误差

较大,而采用正则化方法得到的识别结果误差较小,比较

理想,说明Tikhonov正则化方法可以有效抑制噪声干扰,
从而也验证了本文动载荷识别理论的正确性。

5 结  论

本文研究了Bernoulli-Euler梁上一维分布确定性动

载荷的识别方法,基于模态坐标变换,将分布动载荷在模

态空间内进行分解,使分布动载荷识别问题转化为模态激

励识别问题,从而在模态坐标空间下解决分布动载荷载荷

识别问题,避免了频响函数矩阵求逆时病态问题。针对噪

声干扰引入 Tikhonov正则化方法,有效抑制噪声干扰。
正则化参数由L-曲线准则确定,使解范数和残量范数取

得合理的平衡,得到最优正则化参数。
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该方法不仅适用于Bernoulli-Euler梁上各种类型一

维分布动载荷识别问题,还适用于薄板等各种简单工程结

构表面上各种类型分布动载荷识别问题,可避免频响函数

矩阵求逆时病态问题,具有一定的抗噪声能力。但也有一

定的局限性,动载荷识别的精度与模态参数的识别精度有

关,容易造成误差的积累传递。
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R&SCMW500宽带无线通信测试仪:支持更高阶

调制方式,提高LTE和LTE-A的数据速率
  256QAM 和64QAM 的调制方式在 LTE和 LTE-Ad-
vanced(LTE-A)的上下行都可以增加数据速率。罗德与施

瓦茨现在在R&SCMW500宽带无线通信测试仪上提供这

些创新的方式。
在2016年巴塞罗那世界移动通信大会上,罗德与施瓦

茨公司演示了LTE-Advanced下行四载波的载波聚合射频

测试。该解决方案是由包含 两 台 R&SCMW500和 一 台

CMWC控 制 器 的 CMWFlexx 系 统 来 完 成。每 个 R&S
CMW500产生两路采用256QAM 调制方式的2x2MIMO
载波。整套CMWFlexx系统可以实现下行高达800Mbps

的高数据吞吐量。

CMWC控制器的研发使得CMWflexx像CMW500一

样操作极为简单。用户有很大的灵活性,因为CMW500也

可以单独使用。同时也具备其他一些测试功能,如上行载波

聚合,FDD/TDD组合操作以及8X2MIMO的LTE4CC。
此外,罗德与施瓦茨还在CMW500上演示上行64QAM

调制方式的射频测试。这些调制方法可以有效地提高LTE
上行链路的数据速率。测试涵盖数据吞吐量达到75Mbps
的单载波和150Mbps的LTE-Advanced上行链路载波聚合

组合。
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