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计算结构动力响应的样条插值高斯精细积分法

黄延凯 贺旭东 陈怀海
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摘 要:针对传统精细积分法系统状态方程中的非齐次项求解涉及到等效激励矩阵求逆问题,同时计算精度取决于该非齐次

项拟合程度问题,提出将高斯-勒让德积分法与样条插值函数结合起来求解状态方程非齐次项,方法中运用指数矩阵运算精确

求解高斯积分系数,并采用分段样条插值函数确定每一时间步长内高斯积分点处离散载荷。分别采用 Newmark-β法、传统

精细积分法以及样条插值高斯精细积分法计算瑞利阻尼模型悬臂梁振动系统所受外载荷的时程响应,并与振型叠加法的计

算结果比较。结果表明,样条插值高斯精细积分法具有高精度、高效率以及不受积分时间步长严格限制的优点。
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Abstract:Aboutsystemstateequationsolutionofthenon-homogeneoustermofthepreciseintegrationmethodwhichin-
volvesthematrixinversionandcalculationaccuracydependingonthenon-homogeneoustermfittingprecision,anim-
provedgaussianpreciseintegrationmethod,bycombiningtheGaussian-Legendreintegrationwiththepiecewisespline
interpolationmethod,isproposed.Inthenewmethod,usingthepreciseintegrationexponentialmatrixtosolvethecoef-
ficientoftheGaussianintegralprecisely,andusingthesplineinterpolationfunctiontodeterminegaussintegralpointsof
discreteloadwithineachtimesteplength.Newmark-βmethod,thetraditionalpreciseintegrationmethodandtheim-
provedgaussianpreciseintegrationmethodofthisarticalwereusedrespectivelytocalculatetimeresponseoftheRay-
leighdampingmodelscantileverbeamsystembyexternalload,andcomparedwiththecalculationresultofmodalsuper-
positionmethod.TheresultdemonstratesthattheimprovedGaussianpreciseintegrationmethodhashighprecision,high
efficiencyandisnotlimitedstrictlybytheintegraltimestep.
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1 引 言

振动系统的动态特性是结构动力学分析领域中的一

个重要问题。随着载荷和环境条件越来越恶劣,对于相关

工程结构动态特性的求解越来越苛刻[1]。一般振动方程

在时域 中 的 数 值 求 解 已 有 很 多 方 法,如 中 心 差 分 法、

Houbolt法、Wilson-θ 法、Newmark-β 法[2]等。然而,这
些数值方法有个共同的缺点是对时间步长敏感、精度

不高。
钟万勰[3]、LINJH[4]等创立了求解结构动力响应的

精细积分法,其充分发挥矩阵系数函数可以在计算机字长

范围内精确计算的特点,能够给出结构动力响应的高精度

解答,同时又具有无条件稳定性。但是,对于非齐次动力

方程,精细积分法除了计算相应的指数矩阵,还要进行矩

阵的求逆。矩阵求逆不仅计算量大,而且数值稳定性不

好,在实际工程中还可能存在逆矩阵不存在的问题。因

此,人们对非齐次项的处理做了大量研究,主要有两类方

法:1)对非齐次项进行多项式函数拟合,假定非齐次项为

常数、线性或其他形式[5],这就会引起精细积分法的精度

丧失;2)对非齐次动力方程进行增维处理,把非齐次项也
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看作状态变量,从而将非齐次方程增维为齐次方程进行求

解[6],增维不仅扩大了系统维数,而且非齐次项使原定常

系统转化为时变系统,在每一个积分步内都需要对增维矩

阵进行一次精细积分,这就会显著增加计算量。这些问题

的存在给算法的编程实现带来不便,限制了精细积分法的

应用。
本文将精细积分法的基本原理与高斯-勒让德积分

法、分段样条插值函数结合起来,建立了一个样条插值高

斯状态方程直接积分格式。新的方法中只需进行指数矩

阵运算,同时采用分段样条插值函数确定高斯积分点处离

散载荷,积分过程中不必进行矩阵求逆,也无需对非齐次

项进行复杂多项式函数拟合,整个积分方法精度取决于所

选高斯积分点的数量以及样条插值函数的构建。通过求

解瑞利阻尼悬臂梁振动系统动力响应,分析和比较了该方

法和传统数值方法的计算效率和精度。

2 样条插值高斯精细积分法

2.1 基本公式推导

工程中的振动系统一般是具有连续分布参数的系统,
但为便于分析人们在实际中往往将其简化为多自由度离

散振动系统,n自由度系统振动方程为[7]:

Mu··(t)+Cu·(t)+Ku(t)=f(t)

u0( ) =u0,̇u0( ) =u̇0
{ (1)

式中:M、C、K 分别为系统的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度

矩阵,均为n×n方阵;f(t)为作用于n个自由度上的外

载荷,为n维列向量;u(t)为n 个自由度上的位移变量,
为n维列向量。

取系统状态矢量:

x(t)=
u(t)

u·(t)
é

ë
êê

ù

û
úú
2n×1

(2)

于是,原振动方程组可表示为:

ẋ =Ax+r
x0 = u0 ̇u0[ ] T{ (3)

式中:
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0      I
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M-1f
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2n×n

(5)

在这里应注意,系统矩阵A 一般为非对称的实阵,式
(3)就是振动系统的状态方程。在该连续时间系统的状态

方程中,状态变量导数等于状态变量和激励的线性组合。
解式(3)得:

x(t)=eAtx0(t)+∫
t

0
eA t-τ( )r(τ)dτ (6)

显然,上式中第一项表示系统对初始条件响应,第二

项表示系统对外激励的响应。
为了便于数值求解和编程,把状态方程在时间上进行

离散化,其要点是将时间划分为相等的小段Δt=t1 -

t0 =t2-t1=t3-t2=…=ti+1-ti =…=tn-tn-1,这
里ti =t0+iΔti=1,2,…,n+1( ) 是划分点,也称为采

样点,而n 是分段总数,然后,从初始状态矢量xt0( ) 出

发,逐步计算出系统的时间历程x(t)在各个采样点上的

数值xt1( ) ,xt2( ) ,…,xtn+1( )
[8]。

不失一般性,令t0=0,则ti=iΔt,取式(6)中的t=
iΔt,得:

x(ti)=eA·iΔtx(0)+∫
iΔt

0
eA·(iΔt-τ)r(τ)dτ (7)

再取式(6)中t= i+1( )Δt,得:

  x(ti+1)=

eA·(iΔt+Δt)x(0)+∫
iΔt+Δt

0
eA·(iΔt+Δt-τ)r(τ)dτ=

eA·Δt eA·iΔtx 0( ) +∫
iΔt

0
eA· iΔt-τ( )r(τ)dτ[ ] =

∫
iΔt+Δt

iΔt
eA· iΔt+Δt-τ( )r(τ)dτ

(8)

由式(7)、式(8)可得x(ti)、x(ti+1)的关系式为:

x(ti+1)=eA·Δtx(ti)+∫
ti+1

ti

eA· ti+1-τ( )r(τ)dτ (9)

令:

T Δt( ) =eAΔt (10)
则式(9)可表达为:

x(ti+1)=T Δt( )x(ti)+∫
ti+1

ti

eA· ti+1-τ( )r(τ)dτ (11)

为了求取上式中积分项,引入高斯-勒让德积分式[9]:

∫
b

a
f x( )dx =

b-a
2 ∑

s

j=0
Ljf

a+b
2 +

b-a
2 θj

æ
è
ç

ö
ø
÷ +

E f( ) (12)
式中:θj 称 为 高 斯 积 分 点,Lj 称 为 高 斯 求 积 系 数,

E f( ) 称为误差余项。
令:

τ=
ti+ti+1

2 +
ti+1-ti

2 θ (13)

把式(10)、式(12)、式(13)带入式(11)中,整理得:

  x(ti+1)=T Δt( )x(ti)+
Δt
2∑

s

j=0
LjTj

Δt
2 1-θj( )

æ
è
ç

ö
ø
÷rti+

Δt
2 1+θj( )

æ
è
ç

ö
ø
÷ +

O Δt2s+2( )

(14)

式(14)是结构动力响应状态方程直接积分递推公式。
显然,由式(14)计算得到的状态向量x(ti+1)的精度取决

于时间步长Δt和高斯积分点的数目s。综合考虑积分精

度和计算量并结合有限元中等参单元高斯积分计算的经

验[10],取s=2。与之对应式(14)中的参数分别为:

L0 =
5
9
,T0 =eA·

1
2Δt 1+ 0.6( ) ,θ0 = - 0.6

L1 =
8
9
,T1 =eA·

1
2Δt,θ1 =0

L2 =
5
9
,T2 =eA·

1
2Δt 1- 0.6( ) ,θ2 = 0.6

(15)

—05—



中国科技核心期刊 国外电子测量技术      

2.2 指数矩阵的精细计算

传统精细积分法中计算指数矩阵,可利用指数函数的

加法定理[11]:

T Δt( ) =eAΔt = eA
Δt
m( ) m (16)

式中:m 为任意整数,这里选择m =2N ,如选择N =20,
则m =1048576将是一个很大的数,相应地,Δτ=Δt/m
为非常小的时间段,利用Taylor展开有:

  eAΔτ =I+AΔτ+
AΔτ( ) 2

2! +
AΔτ( ) 3

3! +

AΔτ( ) 4

4! +… ≈I+Ta

(17)

式中:

Ta =AΔτ+
AΔτ( ) 2

2 I+
AΔτ
3 +

AΔτ( ) 2

12
é
ë
êê

ù
û
úú (18)

当Δτ 非常小时,保留到四阶项已经足够精确了。Ta

为小量矩阵,与单位矩阵I相加后会成为尾数。计算机编

程时单位阵不参与累加和乘法运算,将T 阵作分解:

  T= I+Ta( ) m = I+Ta( ) 2
N

=
I+Ta( ) 2

N-1· I+Ta( ) 2
N-1

=
I+Ta( ) 2

N-2· I+Ta( ) 2
N-2

[ ]·

I+Ta( ) 2
N-2· I+Ta( ) 2

N-2

[ ] = …

(19)

这样的分解共有N 次。由于:

I+Ta( )· I+Ta( ) =I+ 2Ta +Ta·Ta( ) (20)
考虑到式(20)右端括号里表达式仍为小量,因此展开

式(19)中的N 次乘法可以改为先循环计算增量矩阵:

Ta⇐2Ta +Ta·Ta (21)
然后再计算

T=I+Ta (22)
按照相同方法精确求得系数矩阵T0、T1、T2。以上系

数矩阵在编程实现中只需预先求得一次即可。

2.3 高斯积分点值的插值计算

在时间子区间 ti,ti+1[ ] 内,高斯积分点为r0 =ti +
Δt
2 1- 0.6( ) ,r1=ti+

Δt
2
,r2=ti+

Δt
2 1+ 0.6( ) ,

引入 分 段 样 条 插 值 函 数 计 算 该 点 处 离 散 载 荷,如 式

(23)[9]:

  S(t)=Mi
ti+1-t( ) 3

6Δt +Mi+1
t-ti( ) 3

6Δt +

ri-
MiΔt2

6
æ

è
ç

ö

ø
÷
ti+1-t( )

Δt +

ri+1-
Mi+1Δt2

6
æ

è
ç

ö

ø
÷
t-ti( )

Δt

(23)

式中:Mi,Mi+1分别为子区间 ti,ti+1[ ] 的两端点处的二

阶导数值,采用三弯矩插值法获得。

2.4 计算步骤

样条插值高斯状态方程直接积分法的计算步骤如下:

1)将激励f(t)按照时间积分步长Δt进行分段离散;

2)由式(2)确定系统初始状态向量x0;

3)由式(4)确定系统矩阵A;

4)由式(14)、式(15)确定高斯积分法中高斯积分点以

及高斯积分系数;

5)由式(17)、式(18)、式(21)、式(22)确定系数矩阵

T、T0、T1、T2;

6)在每一个时间段 ti,ti+1[ ] 内,由三次样条插值函

数确定各高斯积分点处的激励;

7)由式(14)求取各离散时间点处系统状态向量,提取

位移和速度响应;

8)由式(3)求取各离散时间点处系统加速度响应。

3 算例分析

如图1所示梁长度l=1m,横截面宽度b=0.1m,横
截面高度h=0.01m,弹性模量E=72×109Gpa,质量密

度ρ=2.7×103kg/m3,α=0.8,β=1.0×10-5(α,β为

瑞利阻尼因子[12])。将该梁均分为5个单元,有6个结点,
采用4自由度平面梁单元进行计算,由于梁左端固定,系
统实际自由度为10。

图1 悬臂梁振动系统示意

工况1,在第1结点挠度方向施加单位阶跃激励力

f1(t)=1N,在第3结点挠度方向施加单位阶跃激励力

f2(t)=1N;工况2,在第1结点挠度方向施加简谐激励

力f1(t)=10·sin2πt( ) N,在第3结点挠度方向施加简

谐激励力f2(t)=0.1·sin2πt( ) N;工况3,在第1结点挠

度方向施加均值为0,均方根值为1的高斯白噪声激

励[13-14];系统初始条件为零,计算第5结点挠度方向的加

速度响应。分别采取时间积分步长Δt=1×10-4s、Δt=
1×10-3s,运用Newmark-β法、传统精细积分法、本文样

条插值高斯精细积分法以及振型叠加法计算,振型叠加法

采用全部10阶振型进行计算,结果作为对比基准,其对比

结果如图2、3和表3所示。
在工况1下,振动系统所受外界激励力为恒值,观察

图2、图3发现,当时间积分步长较小时,3种数值方法结

果与振型叠加法一致;但积分步长增大为原有步长10倍

时,Newmark-β法、传统精细积分法数值结果偏离振型叠

加法,而样条插值高斯积分方法依然保持与振型叠加法一

致。同时由表1可知,由于所受激励力保持不变,New-
mark-β法、传统精细积分法数值结果与精确解误差相对

较小,保持在1%以下。但是提高积分步长,该误差会明

显增大,也即以上两种数值方法对积分步长很敏感,提高

积分步长会导致精度下降。本文样条插值高斯积分法在

恒值激励下,采用同等积分步长以及增大相应倍数积分步

长依然保持很高的数值精度。
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图2 工况1中第5自由度加速度

响应时程(Δt=1×10-4s)
图3 工况1中第5自由度加速度

响应时程(Δt=1×10-3s)

表1 工况1中第5自由度不同算法加速度响应

时间(s) 积分步长Δt(s) 精确解 Newmark-β法 精细积分法 样条插值精细积分法  

0.2
10-4 -0.0658264 -0.0655052 -0.0658575 -0.0658264
10-3 -0.0658264 -0.0675891 -0.0663082 -0.0658631

0.4
10-4 -0.1083738 -0.1091816 -0.1090366 -0.1083738
10-3 -0.1083738 -0.1103589 -0.1099617 -0.1083103

0.6
10-4 -0.1324235 -0.1333685 -0.1332855 -0.1324235
10-3 -0.1324235 -0.1401257 -0.1384245 -0.1324601

0.8
10-4 -0.1122391 -0.1125928 -0.1123373 -0.1122391
10-3 -0.1122391 -0.1103574 -0.1101474 -0.1122757

Δt=10-4 的最大误差(%) 0.7 0.8 0.001
Δt=10-3 的最大误差(%) 2.8 2.5 0.005

  在工况2下,振动系统所受外界激励为简谐力,观察

图4、图5发现,当时间积分步长较小时,3种数值方法结

果与振型叠加法一致;但积分步长增大为原有步长10倍

图4 工况2中第5自由度加速度

响应时程(Δt=1×10-4s)

时,Newmark-β法、传统精细积分法数值结果偏离振型

叠加法,而样条插值高斯积分方法依然保持与振型叠加

法一致。同时由表2可知,由于所受简谐激励力,传统精

图5 工况2中第5自由度加速度

响应时程(Δt=1×10-3s)
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细积分法中需对激励进行多项式函数拟合,造成相应的

数值误差。当提高积分步长时,该误差会急剧增大,也即

Newmark-β法、传统精细积分法数值方法对处理时变载

荷能力有限,同时提高积分步长亦会导致精度下降。本

文样条插值高斯积分法中避免了对所受激励力多项式拟

合造成的误差,在同等积分步长以及增大相应倍数积分

步长下依然保持很高的数值精度。

表2 工况2中第5自由度不同算法加速度响应

时间(s) 积分步长Δt(s) 精确解 Newmark-β法 精细积分法 样条插值精细积分法

0.2
10-4 -0.0181642 -0.0182949 -0.0182775 -0.0181193
10-3 -0.0181642 -0.0191689 -0.0189879 -0.0181183

0.4
10-4 -0.0230091 -0.0231403 -0.0230009 -0.0231328
10-3 -0.0230091 -0.0233913 -0.0230998 -0.0227448

0.6
10-4 -0.0098583 -0.0097671 -0.0097312 -0.0098455
10-3 -0.0098583 -0.0093581 -0.0094279 -0.0098125

0.8
10-4 0.0051515 0.0051853 0.0051744 0.0051515
10-3 0.0051515 0.0053498 0.0052152 0.0051511

Δt=10-4 的最大误差(%) 0.9 1.2 0.001
Δt=10-3 的最大误差(%) 4.5 4.3 0.003

  在工况3下,振动系统所受外界激励力为高斯正态分

布的随机激励,观察图6、图7发现,当时间积分步长较小

时,3种数值方法结果与振型叠加法基本保持一致;但积

分步长增大为原有步长10倍时,Newmark-β 法、传统精

细积分法数值结果偏离振型叠加法,而样条插值高斯积分

方法依然保持与振型叠加法一致。同时由表3可知,由于

图6 工况3中第5自由度加速度

响应时程(Δt=1×10-4s)

所受随机激励力,Newmark-β法、传统精细积分法数值结

果与精确解误差相对较大。提高积分步长,该误差亦会明

显增大,也即以上两种数值方法对积分步长很敏感的同

时,对高斯随机载荷的处理精度不够。本文样条插值高斯

积分法采用样条插值函数处理高斯离散载荷,在保证数值

结果高精度的同时,可以提高积分步长以减少计算量。

图7 工况3中第5自由度加速度

响应时程(Δt=1×10-3s)
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表3 工况3中第5自由度不同算法加速度响应

时间(s) 积分步长Δt(s) 精确解 Newmark-β法 精细积分法 样条插值精细积分法

0.2
10-4 0.0091333 0.0095324 0.0093262 0.0091167
10-3 0.0091333 0.0083547 0.0088259 0.0091254

0.4
10-4 0.0383892 0.0373025 0.0379248 0.0383401
10-3 0.0383892 0.0333025 0.0359248 0.0384102

0.6
10-4 -0.0874887 -0.0845171 -0.0895457 -0.0878019
10-3 -0.0874887 -0.0810987 -0.0832495 -0.0870899

0.8
10-4 -0.0252413 -0.0261155 -0.0263202 -0.0252738
10-3 -0.0252413 -0.0205349 -0.0215948 -0.0252897

Δt=10-4 的最大误差(%) 2.3 2.2 0.001
Δt=10-3 的最大误差(%) 8.6 5.8 0.008

4 结  论

上述理论推导和算例分析表明,样条插值高斯精细积

分法避免了逆矩阵的计算,更适应于容易产生系统矩阵奇

异的大型多自由度结构,又避免了对非齐次项进行多项式

函数拟合造成的计算精度损失。相对Newmark-β法、传
统精细积分法,在同等时间积分步长下,本文方法精度较

高;在保证计算精度的同时,可以通过增加积分步长来减

小计算量,提高了计算效率,同时,对于随机离散载荷的处

理分段样条插值函数方法更加精确可靠。
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