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高斯随机观测矩阵的改进
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要!在压缩感知理论中"要想精确地重构信号"观测矩阵必须满约束等距性条件"大部分随机矩阵都具备此条件"并可作

为观测矩阵"如高斯随机矩阵!傅里叶矩阵和贝努利随机矩阵等#其中高斯随机矩阵是研究较多的观测矩阵#然而"该类矩

阵重构信号时的效果并不十分理想"恢复后的信号相对误差较大#主要针对高斯随机矩阵的上述问题"对其进行改进#改进

的观测矩阵保留了高斯随机矩阵的随机独立性"很好的满足约束等距性条件#先通过对时域稀疏信号的压缩感知重构"来验

证改进后的观测矩阵的性能"然后将其扩展到变换域信号的压缩感知重构#实验结果表明"改进后的观测矩阵比原高斯随机

矩阵具有更好的性能#
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压缩感知理论采用非适应性线性投影来完成信号从

高维到低维的转换"同时以这种方式保证了信号的原始

结构"最后通过数值最优化问题的求解来恢复重构信号#

与传统的采样原理)

#

*不同"压缩感知理论非刻意性的实

现了压缩和采样的同时进行"应用观测矩阵对原始信号

进行投影"并从获得的压缩观测值中准确的恢复原始

信号#

压缩感知理论实现的前提是信号是稀疏的或在某种

变换下是稀疏的"把这两种信号定义成时域稀疏信号或变

换域稀疏信号#时域稀疏信号就是信号不需变换"本身为

稀疏信号"可以直接观测到其非零的元素值和位置信息$

而变换域稀疏信号则是要对信号进行某种变换来得到信

号的非零系数"如傅里叶变换!小波变换和空域角度变换

等"通过变换得到的非零系数来确定信号的主要信息#

图
#

所示简要地阐释了可稀疏表示信号的压缩感知原理"

以及观测矩阵的作用'进一步提高稀疏字典正交性%或减

小稀疏字典原子的相关性&$对原始信号进行降维"以实现

压缩的预期#可以看出选择合适的观测矩阵"可以一举实

现压缩和变换的双重收益#

(
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(



!!!!! 国外电子测量技术 中国科技核心期刊

图
#

!

压缩感知原理

>

!

稀疏信号的压缩感知

>?=

!

时域稀疏信号的压缩感知

稀疏信号是指一个信号中绝大部分元素为
$

"只有极

少数非零元素#若长度为
K

的信号
!

中的非零元素只有

E

%

E

.

K

&个"则称信号
!

为
EL

稀疏信号#压缩感知理论

表明"已知
*

K空间的稀疏信号
!

和观测矩阵
!#

*

M YK

%

M

.

K

&"则稀疏信号在该矩阵下的线性观测值为
"

#

*

M

"

"!

!

%

#

&

!!

式%

#

&也可以看作是信号
!

在观测矩阵
!

下的线性

投影"其中观测矩阵要满足约束等线性%

2/4*2+1*/9+4(,/>

*2

3)

2(

)

/2*
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"

L[B

&

)

"

*

#

接下来问题就集中在如何从观测集
N

中精确地或高

概率地重构原信号
!

#理论上要通过下面的最优化问题

求解#
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式中'3

$

表示
B

中的非零元素个数#但是求解式%

"

&

是
'B>5-29

问题"数值计算极不稳定#

A(0(5(

等指出通

过求解一个更简单的
O

#

优化问题代替求解式%

"

&"会得到

同等的解"即'

B

j

"
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变换域稀疏信号的压缩感知

如果一个信号本身并不是稀疏信号"则需要对其进行

稀疏变换"即使得信号在某个变换基下是稀疏的#当长度

为
K

的一维时间信号
!

本身不是稀疏信号"而
!

可以表

示成一组标准正交基的线性组合#

B

"

"

K
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其中
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#如果

!

变换后只有很少的大系数"则称
!

为可压缩信号$如果

变换后
!

中非零系数只有
E

个"则定义
"

为信号
!

的
E>

稀疏表示#

当用观测矩阵
!#

B

MYK

%

M

.

K

&对长度为
K

信号
!

进行投影观测时"得到的
M

个观测向量为
"e

%
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其中
$

2C

为
MYK

矩阵"称为压缩感知信息算子#

此时问题就转化为求解欠定式%

F

&"如果
$

2C

满足

L[B

"则重构系数向量为'

#

j

"
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重构原始信号为'

^
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e$#
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效果较好的获得稀疏解的方法包括贪婪算法)

C

*

"即最

小化
O

$

拟范数与最小化
O

#

范数的凸最优化方法"还有基于

O

P

范数的非凸方法%

$

&

P

&

#

&#正交匹配追踪算法)

H

*是种

性能较好的重构算法"它以极大概率重构信号"精确度高"

而且计算速度也比
O

#

范数法更快#这种算法沿用了匹配

追踪算法)

F

*中的原子选择匹配准则"但通过对已选择的原

子集合递归地进行正交化"消除了匹配追踪算法中迭代的

次优性"从而减少了迭代次数#因此选择正交匹配追踪算

法作为恢复算法#

>?@

!

两种稀疏信号的观测限制条件

对于时域
EL

稀疏信号
!

#

*

K

"设观测矩阵
!

由
M

个

观测向量组成#为了可以从远小于信号长度的
M

个观测

向量中精确地重构信号"

Q-09/4

和
@-(

给出了精确重构

信号时观测矩阵
!

必须满足一定的约束条件"这就是约

束等距性#即"对于任意
%

#

*

1 和常数
*

&

#

%

$

"

#

&"

如果

%

#
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%
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"
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1

%

"

"
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#
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%

"

"

%

W

&

成立"则称
!

满足约束等距性#其中
1

0

%

#

"4"

K

&"

1

/

E

"

!

1

为
!

中的子矩阵"它由索引
1

所指示的相关

列构成"大小为
EY 1

#

对变换域稀疏信号"满足约束等距性的条件则变为

%

#

0*

E

&
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"
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#
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"
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D

&

成立#其中"

$

1

为
$

2C

中的子矩阵"由索引
1

所指示

的相关列构成"大小为
EY 1

#

约束等距性条件的描述抽象且不易直观的实现"后

来"

O-2-0+7R

给出并证明了约束等距性的等价表达)

V

*

'观

测矩阵
!

和稀疏变换基
$

%有称稀疏字典&不相关"也就

是要求
!

的行
!

#

不能由
$

的列
#

!

稀疏表示"同时
$

的列

也不能由
!

的行稀疏表示#这等价条件的提出"给解决

问题带来了很大方便"由于稀疏变换基
$

是固定不变的"

只需要通过研究设计观测矩阵
!

来解决本来很复杂的

问题#

@

!

改进的高斯随机观测矩阵

高斯随机观测矩阵是得到证明的最常见的满足约束

等距性条件的观测矩阵之一"该矩阵元素在%

$

"

#

&间服从

随机独立的正态分布"该性质使它几乎与任何稀疏信号都

不相关"这也是选择它作为观测矩阵的主要原因#但是"

高斯随机观测矩阵的非结构化本质使其在观测过程中的

计算复杂度增加"这也给观测准确度及其恢复精度带来很

大的影响)

!

*

#而正交矩阵作为一种结构化很强的矩阵"可

以对其他矩阵进行结构化的正交变换#设有矩阵
&

"如果

&

满足
&

@

&e'

"则称
&

为正交矩阵#对矩阵做正交变换

(

%*

(
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就是将矩阵乘以一个与其同阶的正交矩阵#由于正交变

换不会改变图形的几何形状和向量的长度"即不会改变正

交变换后的随机矩阵的随机性)

W

*

#高斯随机矩阵在正交

变换后"变得更加结构化"实际是一组关于实轴对称的向

量组"但依旧是个随机矩阵)

D

*

#

新的矩阵为高斯随机矩阵和正交矩阵相乘得到的矩

阵"满足约束等距性条件#设
!

为
MYK

的高斯随机矩

阵"

(

为
KYK

的正交矩阵"

(

#

为
MYM

的正交矩阵"

(

"

为
KYK

的正交矩阵"则新的观测矩阵为'

!

#

"!

(

%

#$

&

!

"

"

(

"

!

(

#

%

##

&

新的观测矩阵由于与正交矩阵的相乘变换"使得本来

的高斯随机观测矩阵的结构化程度变高"在记录信息值得

同时也保存了信息点的位置"这提高了高斯随机矩阵作为

观测矩阵的性能#特殊地"当
!

本身为稀疏信号时"可以

用观测矩阵
!

直接进行观测"

!

满足约束等距性条件"可

以由它所得到的观测值准确的恢复信号#

定理)

#$

*

'对于正交变换
(

"若观测矩阵
!

满足参数

为
*

&

的
L[B

"则改进型的高斯随机观测矩阵
!

#

也满

足
L[B

#

证明'因为
!

#

e

!

(

"所以有'
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#
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又有'
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其中
!

满足
*

&

的
L[B

"所以有'

%

#
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由式%
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&和式%
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&得'
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"

"
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#

)*

&

&

)

"

"

%

#F

&

所以
!

#

满足
*

&

的
L[B

#

推论'对于正交变换
(

"若观测矩阵
!

满足参数为

*

&

的
L[B

"则 改 进 型 的 高 随 随 机 观 测 矩 阵
!

"

也 满

足
L[B

#

A

!

仿真试验结果

选用长度为
"FV

"稀疏度为
W

的随机离散稀疏信号和

傅里叶变换下稀疏度为
W

的确知模拟信号分别进行

a-*.-:

仿真实验#实验中采用的重构算法统一为正交匹

配追踪算法#如图
"

%

-

&所示"针对时域稀疏信号的压缩

感知"比较
!b!

j

"

,

!

"

形式的改进的高斯随机观测

矩阵与传统高斯随机观测矩阵的恢复误差#如图
"

%

:

&

!

%

/

&所示"给出了两种观测矩阵在不同观测数目下的信号

恢复情况#表
#

所示则用数字说明了两种观测矩阵的恢

复误差#同样"如图
C

所示针对变换域稀疏信号也给出了

改进的高斯随机观测矩阵与传统高斯随机观测矩阵的恢

复误差情况和两种观测矩阵在不同观测数目下的信号恢

复情况"表
"

则是对应的数字说明两种观测矩阵的恢复误

差#实验通过重复运行
F$$

次来计算两种观测矩阵下的

平均恢复误差#大量的实验结果表明"改进后的观测矩阵

的性能明显优于传统高斯随机观测矩阵#

表
=

!

统计实验结果

(

&*

(
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图
"

!

时域稀疏信号在不同观测

矩阵下的信号恢复

恢复误差

观测数目

观测矩阵

!

!

#

!

"

Me#F #G#V$" #G$F$$ #G$FFF

MeC$ $GVH#$ $GCCHH $GCC"V

MeHF "G##$W/>#F "G$$"H/>#F "G$$C!/>#F

MeV$ #G$V$$/>#V #G$FH!/>#V #G$FH$/>#V

表
>

!

统计实验结果

图
C

!

变换域稀疏信号在不同观测矩阵下的信号恢复

恢复误差

观测数目

观测矩阵

! !#

!

"

Me#F #G$WVC #G$F$C #G$F"C

MeC$ $G!!#$ $GFWW$ $G!"$!

MeHF $GHCVH $GC!#F $GH"FH

MeV$ $GCW"# $G"!$F $GC$V$

(

'*

(
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H

!

结
!

论

提出一种基于高斯随机矩阵改进的新的观测矩阵"新

的观测矩阵为高斯随机矩阵和正交矩阵相乘得到的矩阵"

该矩阵改善了高斯随机矩阵的性能"而且很好的满足

L[B

#大量的仿真实验结果表明"无论是对简单的时域离

散的随机稀疏信号还是一般的在变换域下稀疏的确知信

号"在采用同样恢复算法的条件下"改进后的高斯随机观

测矩阵下的信号恢复误差与高斯随机矩阵相比都明显减

小#改进后的高斯随机观测矩阵有着比传统高斯随机观

测矩阵更好的性能"这丰富了投影测量中观测矩阵的选

择"也为压缩感知的发展提供了更可选的方法#
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